LEONARDO PISANO FIBONACCI

Leonardo Pisano Fibonacci! (ca 1170 — ca 1240...1250),
tuntud ka kui Leonardo Bonacci, Leonardo Pisast

voi Leonardo Bigollo Pisano (Leonardo Randaja Pisast) oli
itaalia matemaatik Pisa vabariigist, keda peeti keskaja koige
andekamaks ladnemaailma matemaatikuks. Fibonaccil oli
oluline roll antiikse matemaatika elustamisel ja ta lisas
sellele olulise panuse — tema raamat Liber abaci toi
Euroopasse hindu-araabia positsioonilise kimnendsusteemi
ja araabia numbrid.

Leonardo Pisano Fibonacci (edaspidi Fibonacci) stindis 13. sajandil, mil pea
koikidel inimaktiivsuse aladel toimusid vdga suured muutused. Sellel sajandil
kulmineerus pikk vastasseis paavstiriikide ja Piha Rooma riigi vahel; sajand
toi kaasa kodanikuvabaduse alguse Inglismaal; alustati suurte gooti stiilis
katedraalide ehitamist; tekkisid ja hakkasid kiiresti arenema tilikoolid
Bolognas, Pariisis, Napolis, Oxfordis ja mujal; ristisojad toid palju muutusi
inimeste eludesse, sest kohtuti intellektuaalselt palju arenenuma Oriendiga.
Lugematud reisijad liikusid Itaalia ja Egiptuse, Vaike-Aasia, Stitiria ja Bagdadi
vahel ja moned julgemad kaisid isegi Indias ja Hiinas. Paljude muude
kingituste korval, mida Orient Oksidendile andis, oli kindlasti teadmised koige
tdhtsamad, eriti aga araabia ja hindu matemaatika.

Uks nendest paljudest reisijatest oli ka Fibonacci, kes oma reisidel nagi
Egiptuse ja Vaike-Aasia turgusid ja kus ta saigi oma nimeks Fibonacci. Nende
reiside kaigus uuris ta hoolikalt inimeste kombeid ja nende arvutusmeetodeid.
Ta taipas kohe araabia numbrite tileolekut kohmakatest rooma numbritest
rehkendamises, milles oriendi kaupmehed olid tliosavad. Nii otsustaski ta asja
endale selgeks teha ja hiljem koju joudnult avaldada raamatu sellest uuest

susteemist. Nii stindiski 1202. a Liber Abaci, mis polnud ktill esimene raamat

1 Fibonacci nime saab tdlgendada kui poega Bonacci suguvdsas.



oriendi numbritest, kuid kuna see oli viga pohjalik ja paljude naidetega, siis

selle raamatu moju oli voimas.

Fibonacci slindis arvatavasti Pisas, kuid oma hariduse sai ta Pohja-Aafrikas,
kus ta isa Guilielmo Bonaccio oli kaupmees ja notar tolliametis, esindades Pisa
vabariigi kaupmehi Bugia linnas, mis praegu on Béjaia AlZzeeria kirdeosas. Linn
paikneb Soummami joe suudmes Gouraya mée ja Carboni neeme l&dhedal.
Fibonacci nimetas end vahetevahel ka Bigolloks, millel on kaks tdhendust:
tihikargaja voi randaja. Arvatavasti pidas Fibonacci siiski silmas rdndamist,
sest on teada, et ta kiilastas arireisidel Egiptust, Stitiriat, Sitsiiliat ja Provanssi.
Neid reise oli palju, enamasti koos isaga, ja neil reisidel uuris Fibonacci
kuillastatavates maades kasutatavaid matemaatilisi sisteeme. Nii sai ta selgeks
ka india ttheksa siimbolit, nagu ta numbreid nimetas.

Fibonacci lopetas oma reisimise umbes 1200. aasta ringis ja p66rdus tagasi
Pisasse. Seal ta kirjutas mitu raamatut, millest on sailinud vaid neli.
Ulejdanud raamatute kadumises on stitidi ka asjaolu, et triitkikunsti polnud
veel leiutatud ja raamatuid kirjutati kasitsi. Jarjekordse eksemplari saamiseks
tuli kogu raamat timber kirjutada.

Need sailinud neli on Liber abaci (1202), Practica geometriae (1220), Flos (1225) ja
Liber quadratorum (1225)2. Neist koige olulisemaks peetakse raamatut Flos.
Kuid kadunud on naiteks kommertslikku aritmeetikat kirjeldav raamat Di
minor guisa (Vaikestest teedest). Samuti on kadunud tema kommentaarid
Eukleidese elementide kiimnenda raamatu kohta, milles olid numbrilised
tehted irratsionaalsete arvudega. Selliste arvude juurde oli Eukleides joudnud
geomeetrilisest vaatekohast. Voiks arvata, et Fibonacci elas pimedal keskajal,
kus teadustest hooliti vahe. Tegelikult lugu péris nii ei olnud, sest kaupmehed
on olnud tegevuses ja au sees aegade algusest. Ning neil on vaja tunda
matemaatikat ja tunda seda hasti, et ikka kasudega kaubelda saaks.

Seeparast polnud Fibonacci oma té66dega sugugi unustatud. Tosi, enamasti

2 Vastavalt Abakuse raamat, Geomeetria praktika, Lill ja Ruutude raamat.



oldi huvitatud Fibonacci matemaatika praktilistest kiilgedest, mitte tema
abstraktsetest teoreemidest. Fibonacci oli Jordanuse3 kaasaegne, kuid ta oli
palju targem matemaatik.

Puha Rooma riigi keiser sel ajal oli Frederick II, kes krooniti Saksamaa
kuningaks 1212. a ja novembris 1220 kroonis paavst* ta Roomas Puiha
Peetruse katedraalis Piiha Rooma riigi keisriks.

Keiser toetas Pisat konfliktis Genuaga merel ning Lucca ja Firenzega maal ning
ta tegeles ka usinalt oma voimu konsolideerimisega Itaalias, seades sisse
riiiklikku kontrolli kaubanduses ja t66stuses. See aga noudis asjatundjaid
ning keiser asutas selleks 1224. a Napoli tlikooli.

Frederick Il sai teada Fibonaccist oma 6ukonna o6petlaste kaudu. Nende hulgas
olid ka Michael Scotus® — 6ukonna astroloog, Theodorus Physicus — 6ukonna
filosoof ja Dominicus Hispanus, kes soovitasid keisrile kohtumist Fibonacciga.
Veel ks keisri 6ukonna liige Palermo Johannes koostas hulga tlesandeid ja
saatis need valjakutsena Fibonaccile, kes lahendas kolm neist &ra oma
raamatus Flos ja saatis selle keisrile.

Parast 1228. a on teada vaid tiks dokument, milles on Fibonacci nimi
mainitud. See on Pisa vabariigi otsus maksta palka tosisele ja 6petatud meister
Leonardo Bigollole selle eest, et ta osutas linnale teene, opetades linna
kodanikele rehkendamist.

Vaatame ntitid, mida Fibonacci kirjutas raamatus Liber abaci, mis oli
puhendatud Scotusele. Kboigepealt toi Fibonacci selles raamatus sisse

positsioonilised hindu-araabia numbrid, asendades kohmakad ja

3 Jordanus de Nemore (ca 13. sajand) oli Euroopa matemaatik ja teadlane. Nime jargi otsustades oli ta itaallane
(metsast). Tema isikust ei teata peaaegu mitte midagi. Ta kirjutas traktaate vahemalt kuuel tahtsal matemaatilisel
teemal: kaalude teadus, praktiline aritmeetika, puhas aritmeetika, algebra, geomeetria ja stereograafiline
projektsioon. Enamus neist traktaatidest on mitmes versioonis, imberté6tatutena keskajal.

4 Aastatel 1216 kuni 1227 oli paavstiks Honorius Ill (? - 1227), keda peetakse ajaloos Uiheks suurtest
administraatoritest. Olles Rooma aristokraat, sai ta Vatikani laekuriks 1188. a.

5 Michael Scotus (1175 — ca 1232) oli keskaja Soti matemaatik ja 6petlane. Ta sai hariduse Oxfordis ja Pariisis ning
tootas Bolognas ja Toledos, kus ta Gppis araabia keelt. Tema patroon oli Pitlha Rooma riigi keiser Frederick Il, kelle
juures Scotus teenis teadusndunikuna ja dukonna astroloogina. Scotus tdlkis Averroese t6id ja oli omal ajal suurim
avalik intellektuaal, keda Dante oma Jumalikus koméédias madras porgusse kui voluri, kes jaddvustab maagilisi
pettuseid.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Scot/
https://en.wikipedia.org/wiki/Averroes

rehkenduseks kolbmatud rooma numbrid. Raamatu teine osa sisaldas mitmeid
ulesandeid, mis olid orienteeritud kaupmeestele. Aga kolmas osa viis lugeja
kohe nn Fibonacci arvudele ja Fibonacci reale tilesandega kutulikutest, mis
kolab nii:

Uks mees pani 1. jaanuaril tdiskasvanud isase ja emase kuiliku kinnisesse
ruumi. Kui oletada, et iga ktitilikute paar saab tihe kuuga uue paari — emase ja
isase kuuliku, siis kui mitu paari ktitilikuid saadakse niiviisi aasta 1opuks®?
Kui ntud jarele motelda, siis kuitilikute paaride arv hakkab kasvama sellise rea
jargi: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... Rida on lihtsasti leitav, sest iga
liige (alates kolmandast) on kahe eelmise liikme summa.

Kuulikute probleem pole kaugeltki ainus, kus ilmnevad Fibonacci arvud.

Nad ilmnevad ka paevalilles, kus seemned on paigutatud spiraali oie keskosast
valjapoole. Kui me vaatame mond péevalille 6it, siis voib lugeda seemnete
vasakule poorduvaid paigutusspiraale 55 tiikki ja paremale pédrduvaid 34.
Peaaegu alati on need arvud naabrid Fibonacci reas.

[Imselt on see seemnete pakkimise optimaalne meetod, sest nii on seemned
pakitud alati nii, et hoolimata nende suurusest ja arenemisjargust on nad alati
Uhtlaselt pakitud”.

Sama saab Oelda ka taimede oielehtede kohta. Hammastav on siinkohal see, et
vaadeldud spiraali pé6rlemisnurk saab olla dielehtede voi seemnete
paigutamiseks optimaalne, hoolimata taime kasvustaadiumist. Matemaatiliselt

toestasid selle printsiibi prantsuse matemaatikud Stéphane Douady ja Yves

Couder 1993. a. Kui taim kasutab uue seemne voi oielehe paigutamiseks
minglile suunale 0.618 osa pddrdest, siis see on parim voimalikest

paigutustest. Kust see arv tuleb? Osutub, et kuldloikest.

Matemaatikas on kaks arvu a ja b kuldloikes, kui nende summa suhtub

suuremasse arvu a nagu suurem arv a suhtub vaiksemasse b,

(a+b)/a=a/ b.

6 Seejuures peetakse silmas, et iikski kiililik aasta jooksul ei sure. Ulesande vastuseks on 203 paari kiiiilikuid.
7 Sageli on pakutud sellise paigutuse naiteks ka limuste spiraalselt keerdunud kodasid. Kuid sel puhul pole siiski
tegu Fibonacci reaga, vaid logaritmilise spiraaliga.


http://www.lps.ens.fr/~douady/
http://www.msc.univ-paris-diderot.fr/spip.php?rubrique140&lang=en
http://www.msc.univ-paris-diderot.fr/spip.php?rubrique140&lang=en

Kui defineerime ¢ = a / b, siis saame ruutvorrandi, mille lahendid on
® =1.618033988 749 ...ja @ =-.618 033 988 749...

Kuldloiked defineerib siis arv @ . See number on irratsionaalne arv.

Tuupiliseks Fibonacci arve vajavaks tilesandeks on ka selline, kus néiteks tigu
ronib 60sel tles m66da muitiri mingi vahemaa ja paeval libiseb mingi osa sellest

alla. Kiisimuseks on, et mitme 66ga jouab tigu muitiri peale.

Leonardo raamat Practica geometriae (1220) on ptthendatud Dominicus
Hispanusele. Selle kaheksas peatiikis on suur hulk geomeetria probleeme, mis
baseeruvad Eukleidese t66dele Elemendid ja Jagamistest. Neis on lisaks
geomeetrilistele teoreemidele, mis on varustatud tapsete toestustega, veel ka

praktilist informatsiooni maamootjatele.

Raamatus Flos annab Fibonacci kaunis tépse ligikaudse numbrilise lahendi
kuupvorrandile

x3+2x2+ 10x-20 =0,
mille esitas Fibonaccile valjakutseks Palermo Johannes, kes oli votnud selle
uUlesande Omar Khayyami algebra raamatust, kus Omar oli selle vorrandi ainsa
reaalse lahendi leidnud ringi ja htiperbooli l16ikumispunkti l1dhendina.
Fibonacci ei selgita oma lahendusmeetodit, kuid annab ainsaks reaalseks
lahendiks x = 1.3688081075...9, mis on hdmmastavalt tdpne kuni iheksanda
ktimnendkohani.
Fibonacci avaldab raamatu Liber quadratorum 1225. a ja see on Fibonacci
koige mojukam raamat, sisaldades peatiikke arvuteooriast, kus muuseas on
juttu ka Pythagorase teoreemist ja teoreemi sobivate ruutarvude leidmisest. Ta
paneb esimesena tdhele, et neid saab esitada paaritute arvude summana,

kasutades valemit

8 Keskkoolis Opetati meile, et kuldldikeks nimetatakse seda suurust selleparast, et kui naiteks raamatu lehekdlje
vOi maja ukse méddud suhtuvad nagu kuldldige, siis olevat see silmale kdige meeldivam. Enam sellist juttu ei aeta.
9 WolframAlpha annab lahendiks x1=1.36880810782137, x2=-1.68440405391069+3.43133135019769i ja x3=-

1. 68440405391069-3.43133135019769i.



n? + (2n+1) = (n+1)2.
Fibonacci 6petab, kuidas Pythagorase kolmikuid leida. Tuleb votta mingi
paaritu arvu ruut, néiteks 25 ja liita kokku koik paaritud arvud 25ni: 1 + 3 + 5
+...+23 =144 ehk 122 . Siis 25 + 144 = 169 = 132.
Selles raamatus toestab Fibonacci mitmeid arvuteooria teoreeme ja nagu
Encyclopaedia Britannica tutleb,

Liber quadratorum tiksi asetab Fibonaccit arvuteooriasse
pohipanustajaks Diophantos’e ja 17. sajandi prantsuse matemaatiku Pierre
de Fermat vahele.

Sellest hoolimata olid Fibonacci t66d arvuteoorias peaaegu taielikult unustatud
ja keskajal tegelikult tundmatud. Ja alles 300 aastat hiljem me leiame samad
tulemused Maurolicol© t66des.

Viimane kord, kui Fibonacci nimi on dokumendis esinenud, on 1240. a, kui Pisa
vabariik oli maksnud Fibonaccile honorari 20 Pisa naela pluss muud kulud
teenete eest linnale.

Fibonacci kodulinna Pisa allakaik algas merelahinguga Meloriall saarekese
juures Liguuria meres 5. ja 6. augustil 1284. a, kui Genua vabariigi laevastik
purustas Pisa laevastiku.

Uhke kirjutis Pisa “kuldsel” merevaraval — Armastage oiglust, teie maavalitsejad

— muutus vaid kadunud hiilguse nostalgiliseks mélestuseks.

Arvatakse, et Fibonacci suri Pisas 1240. ja 1250. aasta vahel. Fibonacci kuju
pustitati Pisas 19. sajandil. Tédnapédeval on see kuju Camposantos, mis on
ajalooline kalmistu Piazza dei Miracolil (Imede valjakul).

Palju matemaatilisi moisteid on Fibonacci jargi nimetatud, nagu néiteks

Brahmagupta-Fibonacci identsus, Fibonacci otsimistehnika, Pisano periood.

10 Francesco Maurolico (1494 - 1575) oli matemaatik ja astronoom Sitsiiliast. Ta andis panuse geomeetrias,
optikas, koonusldigete teoorias, mehaaanikas, muusikas ja astronoomias. Ta toimetas klassikaliste autorite toid,
kaasa arvatud Archimedes, Apollonius, Autolycus, Theodosius ja Serenus. Ta kirjutas ka enda unikaalseid traktaate
matemaatikas ja matemaatilistes teadustes.

11 Meloria on majakaga varustatud ja madalikuga Gmbritsetud kaljune skdar Toscana rannikul Liguuria meres 5.6
km Livornost loodes.


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Diophantus/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Fermat/
https://en.wikipedia.org/wiki/Archimedes
https://en.wikipedia.org/wiki/Apollonius_of_Perga
https://en.wikipedia.org/wiki/Autolycus_of_Pitane
https://en.wikipedia.org/wiki/Theodosius_of_Bithynia
https://en.wikipedia.org/wiki/Serenus_of_Antinouplis
https://en.wikipedia.org/wiki/Meloria

Lisaks on veel asteroid 6765 Fibonacci ja kunstilise roki ansambel The

Fibonaccis.
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